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Vorwort

Die elementare Geometrie der Polygone ist ein essentieller Be-
reich sowohl im Mathematikunterricht, als auch des Geometri-
schen Zeichnens, der die Grundlagen der geometrischen Formen
und deren Eigenschaften vermittelt. Bei den Schiilerinnen und
Schiilern werden hier Vorkenntnisse vorausgesetzt beziiglich Ste-
cken, Winkeln und MafSen und weiters darauf aufbauend zu Drei-
ecken und Vierecken. Diese Vorkenntnisse sind notwendig, um die

neuen Inhalte verstehen und einordnen zu kénnen.

In dieser Arbeit werden Themen behandelt wie die Fldchenbe-
rechnungen von Polygonen als zusammengesetzte Figuren - diese
Idee ist Voraussetzung fiir Themen der Oberstufe wie z.B. die In-
tegralrechnung, Allgemeine Polygone und deren (im Schulunter-
richt nicht so sehr behandelte) Spezialfille und héhere Konzepte
wie die unendliche Paketierung (,Infinite Tiling of the plane”).

Im Folgenden werden diese Themen detaillierter betrachtet
und fachlich sowie fachdidaktisch aufgearbeitet. Des Weiteren
werden die Lernziele und die Lernausgangslage der Schiilerin-
nen und Schiiler sowie weitere Rahmenbedingungen betrach-
tet. Abschliefden will ich einen praxisbezogenen Ausblick in
Form einer thematischen Stundenplanung und Einordnung in

das Schuljahr geben.

(Polygon, Sternvieleck, Triangulierung, Penrose-Kachelung)




Fachliche Bearbeitung des Themas

Einfach gesagt sind Polygone geometrische Figuren mit geraden Seiten und Winkeln zwi-
schen diesen. Allgemein konnte man jeden geschlossenen Streckenzug, der aus mindes-
tens 3 Strecken (bzw. 3 Eckpunkten) besteht, als Polygon bezeichnet. Weitere Untertei-
lungen kann man aufgrund der Regelmafdigkeiten der Seiten oder bestimmten Einschran-
kungen beziiglich der Seiten und Winkel definieren. Polygone werden dabei vorrangig
nach der Anzahl ihrer Ecken klassifiziert, wobei die einfachsten Polygone Dreiecke und
Vierecke sind mit, wie der Name schon sagt, jeweils drei bzw. vier Ecken. In der Mathe-
matik wurden historisch und auch jetzt noch immer, vor allem regelmaf3ige Polygone be-
trachtet und analysiert, da diese sich in den meisten Fallen durch bspw. Symmetrieeigen-
schaften besser verhalten. Einige der Inhalte eignen sich offensichtlich nicht fiir den
Schulunterricht in einer Unterstufe aufgrund der Komplexitdt der Themen und der streng
bemessenen Zeit, nichts desto trotz sind sie eine inhaltliche Auseinandersetzung im Rah-

men dieser Arbeit wert.

Polygone - Allgemein

Klassifizierung

Polygone konnen auf verschiedene Arten klassifiziert werden. Eine Moglichkeit ist die
Klassifizierung anhand der Lange der Seiten. Daraus abgeleitet spricht man bei gleich lan-
gen Seiten von regelmafligen Polygonen, und unregelmafdigen Polygonen, wenn zumin-
dest eine der Seiten eine andere Lange hat als der Rest, dennoch kénnen verschiedenste
Symmetrien auftreten. Eine weitere Moglichkeit ist die Klassifizierung anhand der Grofie
der Winkel. Hierunter fallen beispielsweise konvexe Polygone, bei denen alle Winkel klei-
ner als 180° sind, und konkave Polygone, bei denen es wenigstens einen Winkel gibt, der
grofder als 180° ist. Eine weitere Klassifizierungsmoglichkeit ist die Festlegung, ob sich
die Seiten tiberschneiden diirfen oder nicht, im Deutschen unterscheidet man hier dem-
nach zwischen tiberschlagenden (=sich iiberschneidenden) bzw. nicht iiberschlagenen

Polygonen.

Die Klassifizierung von Polygonen sind nicht exklusiv, konnen also auch in Kombination
auftreten. So gibt es beispielsweise regelmafdige konvexe Polygone, bei denen also alle
Seiten gleich lang sind und alle Winkel kleiner als 180° sind oder unregelmaf3ige konkave

Polygone, bei denen die Seiten unterschiedliche Langen haben und es wenigstens einen




erhabenen Winkel gibt, also einen Winkel der grofder als 180° ist. Es gibt auch gleichwin-
kelige Polygone, bei denen alle Winkel gleich grof3 sind, aber die Seiten unterschiedliche
Langen haben. Ebenso gibt es gleichseitige Polygonen, die aber verschieden grofie Winkel
haben. Man sieht, die Vielzahl von moéglichen Konstruktionen verlangt auch nach einer
eben so grofde Zahl an Begriffen, die eingefiihrt werden miissen, um sich exakt dariiber

unterhalten zu konnen.

Uberschlagene Polygone werden oft wenig oder gar nicht behandelt, im Schulunterricht
meist sogar einfach ausgeschlossen. Diese speziellen Vielecke haben eine enge Verbin-
dung zu ihren nicht-liberschlagenen Gegenstiicken und sind vor allem in ihrer regelmaf3i-

gen Form sehr interessant zu betrachten als sogenannte (regelmafiige) Sternvielecke.

Die Klassifizierung von Polygonen ist in der geometrischen Grundbildung von grofer Be-
deutung, da sie dazu beitragt, das Verstandnis von geometrischen Figuren und ihren Ei-

genschaften zu vertiefen.
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Abbildung 1 Klassifizierung Polygon

Triangulieren eines Vielecks
Bei der Triangulierung eines Vielecks will man ein gegebenes Polygon in kleinere Drei-
ecke unterteilen, um einfacher damit umgehen zu kénnen. In der Literatur ist dieser Pro-

zess oft auch als sog. ,Museumsproblem“ bekannt, da es anschaulich die Idee beschreibt,



ein gegebenes Museum mit Kameras auszustatten, um alles zu iiberwachen, wobei die Ka-
meras jeweils approximativ maximal eine Dreiecksflache sehen kénnen. Das so eine Tri-
angulierung moglich ist, kann induktiv begriindet werden. Die Idee ist, eine (immer vor-
handene) Diagonale zu finden und das Polygon in zwei kleinere Polygone zu teilen, bis
man induktiv nurmehr Dreiecke {librig hat. So kann man jedes einfache! n-Eck in n-2 Drei-

ecke zerteilen.

Es gibt auch Algorithmen, die auf bestimmte Eigenschaften des Vielecks abzielen, wie zum
Beispiel das Vorhandensein von Symmetrie oder das Vorliegen von speziellen Formen
Rechtecken oder regelmafdiger Polygone. Optimierungsaufgaben im Bezug auf das Muse-
umsproblem sind in den Computerwissenschaften sehr interessant, da z.B. das Finden der
minimalen Anzahl von Kameras nur in Nicht-Polynomieller Zeit gel6st werden kann, die-

ses Problem zahlt zu den sog. NP-Schwer Problemen (Berg, 2008).
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Abbildung 2 Museumswdichter Problem

Anwendungen von Triangulierungen

Triangulierungen von Polygonen sind in vielen Bereichen von Nutzen. In der Computer-
grafik werden sie beispielsweise verwendet, um Flachen zu rastern und zu fiillen. In der
Geometrie konnen Triangulierungen dazu verwendet werden, um Flacheninhalte von Po-
lygonen zu berechnen, in der Mechanik werden sie verwendet, um die Stabilitdt von
Strukturen zu analysieren, indem man sie in Dreiecke unterteilt und die Krafte auf jedes
Dreieck verteilt. Triangulierungen finden dariiber hinaus in zahlreichen anderen Berei-
chen Anwendung, wie zum Beispiel in der Verarbeitung von geographischen Daten und

in der Berechnung von Distanzen in Netzwerken.

L nicht iiberschlagen und ohne Locher



Polygone - Regelmaflig

Regelmaflige Polygone sind geometrische Figuren mit Seiten gleicher Liange und Winkel
gleicher Grofie. Sie konnen regelmafdige Muster bilden, wenn sie zu einer Ebene gefiillt
werden und haben daher auch eine grofde Bedeutung in der Kunst und Architektur. Hier
finden sich auch die geschichtlichen Urspriinge der Geometrie, neben anderen praxisori-
entierten Griinden, wie z.B. der Feldvermessungen nach den jahrlichen Niliiberschwem-
mungen in Agypten (Bruder et al,, 2015, S. 187-188). Ein bekanntes Beispiel fiir ein re-
gelmafdiges Polygon ist das Flinfeck, das auch als Pentagon bezeichnet wird und demnach
funf gleich lange Seiten und fiinf gleich grof3e Winkel hat. Regelmafiige Vielecke werden
aufgrund ihrer guten Eigenschaften sehr oft gegeniiber allgemeineren Formen im Schul-

unterricht bevorzugt.

Konstruktion

Regelmaflige Polygone konnen auf verschiedenste Weise konstruiert werden. Eine Mog-
lichkeit ist die Verwendung von geraden Linien und Winkelmessern. Dazu werden zu-
nachst zwei Punkte auf dem Papier markiert, die als Anfang und Ende der Seite dienen.
Dann wird ein Winkelmesser verwendet, um den Winkel zwischen der dadurch entstan-
denen Seite und der Gerade, auf der der nachste Eckpunkt liegt entsprechend dem ge-
wiinschten Winkelgrad zu markieren. Dieser Vorgang wird fiir jede Seite des Polygons
wiederholt, bis alle Seiten verbunden sind. Historisch war die Konstruktion von regelma-
3igen Vielecken alleine mit den in der Antike definierten Grundoperationen (mit Klapp-
zirkel und mafdlosem Lineal) fiir viele Mathematiker sehr interessant und wird auf diese
Art manchmal auch im Schulunterricht besprochen. Hierzu gibt es viele Konstruktionsan-

leitungen und Erkenntnisse dartiber, welche Konstruktionen iiberhaupt moéglich sind.

Hier mochte ich, ohne zu tief in andere Felder der Mathematik abzuschweifen, kurz skiz-
zieren, wie wertvoll solche ,rein geometrischen“ Uberlegungen fiir die Gesamtheit der

Mathematik sind.



Abbildung 3 Kreisteilung mit Einheitswurzeln

Die obige Abbildung zeigt einen Einheitskreis, in dem ein regelmafdiges Achteck konstru-
iert wurde. Die Beschriftungen in den Eckpunkten des Achtecks beschreiben die sog. Ein-
heitswurzeln, also die Losungen fiir die Gleichung: x8 — 1 = 0.2 Hier bewegt man sich
scheinbar willkiirlich im Raum der ,Komplexen Zahlen“.3 Mit diesen Werkzeugen kann
man in weiterer Folge zeigen, dass die Konstruktion von regelmafiigen Polygonen eng mit
der Losung von Gleichungen (auch der Méglichkeit quadratische Gleichungen mit Zirkel
und Lineal zu l6sen) zusammenhangt und daraus folgernd auch warum manche Polygo-
nen unmoglich zu zeichnen sind (Bewersdorff, 2019, S. 90-96). All das soll aufzeigen, wie
verwoben Geometrie in anderen Feldern der Mathematik ist und weshalb sie ein machti-

ges Werkzeug sein kann.

»~Regelmifdige“ Polygone im Raum

Als weiterer kleiner Denkanstof soll die folgende Uberlegung dienen:
Definiert man ein regelmafliges Vieleck als geschlossenen Streckenzug mit gleich langen
Seiten und gleich grofden Winkeln ist man im zweidimensionalen Fall (mit der Unterschei-
dung ob tiberschlagen oder nicht) schon sehr gut abgedeckt. Was nun passiert aber, wenn
man dies auf den 3D-Raum anwendet. Plotzlich sind Konstrukte wie regelmafdige Sechs-

ecke mit 6 rechten Winkeln eine Moglichkeit (Frank & Schumann, 2019).

2 Ahnlich zu, wie -1, +1 Lésungen sind zu x* — 1 = 0

3C.F. Gaufs beschdiftigte sich unter anderem abstrakt mit der Geometrie in einer seiner Eintragungen ,,Grund-
lagen, auf die sich die Teilung des Kreises stiitzt, und zwar dessen geometrische Teilbarkeit in siebzehn Teile etc.*



Abbildung 4 3D-Sechseck

Tatsachlich lasst sich so, anders als in 2D, jedes regelmafdige Polygon konstruieren.

Dxi5hh!

Abbildung 5 Regelmdfige 2k-Polygone

Sternvielecke

Was passiert nun mit Vielecken, wenn man erlaubt, dass sich dessen Seiten gegenseitig
tiberschneiden? Auch hier kann man Regelmafiigkeiten finden in sog. Sternvielecken. Sie
kommen, anders als sich nicht tiberschneidende Vielecke, mit den selben Bestimmungs-

stiicken in verschiedenen Formen vor.

Konstruktion

Eine Moglichkeit, diese Art von Vielecken zu konstruieren, besteht darin, Eckpunkte von
regelmafligen Vielecken nach einer gewissen Vorschrift miteinander zu verbinden. Eine
solche Vorschrift kann lauten: ,Verbinde einen Eckpunkt des n-Ecks mit dem k-nachsten

Eckpunkt im Uhrzeigersinn® (Strick, 2019, S. 1-7).

Beispielsweise kann man ein flinfeckiges regelmafliges Sternvieleck konstruieren, indem

man Eckpunkte des regularen Fiinfeckes nach dieser Vorschrift miteinander verbindet.

2
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Abbildung 7 Regelmdfiger "Fiinfzack" Abbilduna 6 ReaelméRiae "Achtzack”




Dazu verbindet man zunachst den ersten Eckpunkt mit dem dritten Eckpunkt im Uhrzei-
gersinn, dann den zweiten Eckpunkt mit dem vierten Eckpunkt, den dritten Eckpunkt mit
dem fiinften Eckpunkt und so weiter. Durch diese Verbindungen entsteht ein fiinfeckiges
Sternvieleck. Tatsachlich ist das die einzige Anordnung des sog. ,Fiinfzacks, da, wenn
man im Abstand von 3 Eckpunkten Seiten zieht, der genau selbe Stern entsteht. Fiir Stern-
vielecke mit bspw. 7 oder 8 Eckpunkten entstehen hier mit verschiedenen Vorschriften

durchaus verschiedene Vielecke (siehe Abbildung 6 RegelmdfSige "Achtzack").

Parkettierung - , Tiling the plane“4

Die Parkettierung der Ebene, im Englischen auch als "Tiling the plane” bezeichnet, be-
schreibt das Bedecken einer Ebene mit wiederkehrenden Mustern aus Polygonen. Dieses
Konzept ist in der Computergrafik von grof3er Bedeutung, da so unendlich generierte Fi-
guren und zusammengesetzte Figuren mit Grafiken bedeckt werden. Es gibt zwei Arten
von Parkettierungen: aperiodische (wie z.B. Penrose-Kachelungen) und periodische

(manchmal auch regelmafiige) Kachelung.

Regelmaiflige Kacheln

Regelmaflige Kacheln verwenden in ihrer einfachsten Form nur eine Art von regelmaf3i-
gem Polygon, um ein wiederkehrendes Muster zu erzeugen. Diese Art von Parkettierung
ist in der geometrischen Grundbildung besonders wichtig, da sie den Schiilerinnen und
Schiilern dabei hilft, das Konzept der Symmetrie und der periodischen Muster zu verste-

hen. Regelmifiige Kacheln finden auch Anwendung in der Architektur und Kunst, da sie

4Ich habe dieses Thema schon 6fters aufgeschnappt und fand es immer sehr interessant, weshalb ich hier
den Rahmen dieser Proseminararbeit nutzen mochte, mich endlich fachlich damit auseinanderzusetzen.



attraktive Muster und Designs ermoglichen. Es gibt tatsachlich nur drei regelmaf3ige Po-

lygone, die alleine die unendliche Ebene liickenlos fiillen kénnen>:
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Abbildung 9 Gleichseitige Dreiecks- Abbildung 8 Quadratkachelung Abbildung 10 Hexagonkachelung
kachelung

Der Grund, warum es nicht mehr regelmafiige Polygone mit dieser Eigenschaft gibt folgt
aus der Tatsache, dass sie die einzigen Polygone mit einem Innenwinkel sind, welcher ei-
nen Vollwinkel (360°) in ganzzahlige Teile teilt (6*60°, 4*90°, 3*120°). Dadurch treffen
sich in jedem Eckpunkt genau 6, 4 bzw. 3 regelmaflige Vielecke und schliefden dadurch

ltickenlos ab.

Penrose Kacheln

Penrose-Kachelungen sind eine spezielle Art der Parkettierung, welche mehrere beson-
dere Vielecke verwendet. Sie wurden von dem Mathematiker und Physiker Roger Pen-
rose® entwickelt und ist aufgrund ihrer nicht-periodischen Natur sehr interessant fiir die
Mathematik. Das klassische Penrose-Muster setzt sich aus zwei grundlegenden Baustei-

nen zusammen:
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Abbildung 11 Penrose "Drachen" und "Pfeil"

5 Von R. A. Nonenmacher - Created by me, CC BY-SA 4.0, https://commons.wikimedia.org/w/in-
dex.php?curid=4461460
6 https://de.wikipedia.org/wiki/Roger_Penrose



Das aperiodische Verhalten eines Musters aus diesen Teilen lasst sich mathematisch auf
die besonderen Seitenverhaltnisse zuriickfithren. Hier spielt wie so oft in der Geometrie
der ,Goldene Schnitt eine Rolle. Diese Bausteine lassen sich hingegen jeder Intuition

trotzdem liickenlos so legen, sodass sie die gesamte unendliche Ebene bedecken.

Solche aperiodischen Muster finden wiederum in Computergrafiken sehr oft Anwendung,
da hier auch bei sehr kleinen Skalierungen keine Regelmafdigkeiten erkannt werden kon-
nen und so die Realitdt, welche bekanntermaf3en auch nie perfekt periodisch ist, viel bes-

ser dargestellt werden kann (Behrends, 2019, S. 251-265).

Abbildung 12 Alternative Penrose Kacheln

Aktuelle Durchbriiche und Forschungsstand - Das , Einstein“ Problem

Lange Zeit seit der Veroffentlichung der Penrose-Kacheln stellten sich Mathematiker auf
der ganzen Welt die Frage, ob es nicht auch méglich ist, die unendliche Ebene mit nur
einer einzigen Kachel aperiodisch zu bedecken. International hat sich der Name fiir die
Suche nach dieser Kachel als ein wissenschaftliches Wortspiel etabliert - Das ,Einstein“

Problem (wortwortlich ein Stein). Im Frithjahr 2023 gelang dem Hobby-Mathematiker



David Smith dann bei personlichen Spielereien der Durchbruch. Er fand ein Polygon, das
zumindest in der Menge, in der er es fir sich selbst produziert hatte, eine Ebene aperio-
disch zu bedecken. Daraufthin kontaktierte er Mathematiker Craig S. Kaplan, Joseph Sa-
muel Myers und Chaim Goodman-Strauss um seiner Vermutung wissenschaftlich auf den
Grund zu gehen. Zusammen mit ihnen konnten sie einen Forschungsprozess in Gang set-
zen der am Ende zeigte: Smith hatte Recht! (Smith et al,, 2023, S. 2)
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Abbildung 13 Einstein - "Hut"

Einigen Mathematikern war hierbei noch ein Dorn im Auge, dass fiir die urspriinglich
entdeckte Kachel auch die gespiegelte Version des Huts benétigt wird und argumentier-
ten, dass es sich dadurch nicht um eine reine Einstein - Kachelung handelt. Dadurch an-
geregt fand das Forscherteam ein ganzes Spektrum an Einstein-Kacheln (viele davon je-
doch keine Polygone) und in weiterer folge auch eine Kachel, die sich keiner Spiegelung
bedienen muss, wodurch nun auch die letzten Gegenstimmen verstummten (Smith et al,,

2023, S. 43-45).



Fachdidaktische Bearbeitung des Themas

Thema mit Lehrplanbezug

Beschreibung des Themas fiir den Schulunterricht

Auf der grundlegendsten Ebene sind Polygone geometrische Figuren, die aus geraden Li-
nien bestehen die in gegebenen Winkeln zu einander stehen. Aus dem Lateinischen tiber-
setzt heifdt Polygon so viel wie ,viele Winkel“, wird aber im Deutschen meist mit ,Viel-
eck” libersetzt. Sie dienen dazu, grundlegende Konzepte wie Flacheninhalte, Umfang,
Winkel und Symmetrie zu vermitteln und finden so in der Mathematik und besonders der

Darstellenden Geometrie Anwendung.

Unterschieden wird hier zwischen regelmafdigen Polygonen, bei denen alle Seiten gleich
lang sind und alle Innenwinkel gleich grofd sind, welche meist vorrangig behandelt wer-
den und in weiterer Folge als Ausgangspunkt fiir die Betrachtung von unregelmafdigen
Polygonen und anderen geometrischen Figuren verwendet werden. Allgemein wird je-
doch jeder geschlossene Streckenzug, der aus mindestens 3 Strecken (bzw. 3 Eckpunkten)

besteht, als Polygon bezeichnet.

Die Berechnung von Flacheninhalten von Polygonen ist ein wichtiger Bestandteil des Ma-
thematikunterrichts, da sie die Grundlage fiir spatere Themen wie Integralrechnung und
Flachenberechnung in der Analytischen Geometrie bilden, aber auch in den meisten Ar-
beitsbereichen standige Anwendung finden, sollte man keinen weiteren Bildungsweg ein-
schlagen. Hierfiir werden Formeln genutzt, die auf den Eigenschaften der jeweiligen

(meist regelmafdigen) Figuren basieren.

Die Vorkenntnisse der Schiilerinnen und Schiiler in Bezug auf die geometrischen Figuren
Dreieck und Viereck sind von grofder Bedeutung, um das Verstdandnis von Polygonen zu
erleichtern und dieses aufbauen zu konnen. Sie bilden die Grundlage fiir das Verstdndnis
von Flacheninhalten und Konzepten wie Innen-, Auf3enwinkeln in Polygonen und tragen
somit wesentlich zur Entwicklung des raumlichen Denkens und logischen Verstdandnisses
bei. Hat man diese Inhalte also nicht selbst der jeweiligen Klasse vermittelt, sollte man

sich in jedem Fall dessen versichern, dass die Vorkenntnisse vorhanden sind.

Wegen der zentralen Bedeutung dieses Themas, sind Vielecke und der Umgang mit sol-
chen schon lange fest im Lehrplan verankert. Es gibt jedoch auch zahlreiche weitere Fel-
der der Mathematik, die sich mit Polygonen befassen, welche jedoch nicht im Lehrplan

der Unterstufe berticksichtigt werden (konnen), dafiir aber teilweise in der Oberstufe




aufgegriffen werden (Riemann Integral) oder aber im akademischen Umfeld (Lineare Al-

gebra und Geometrie).

Bezug auf Lehrplaninhalte
Derzeit wird das Thema ,Arbeiten mit Figuren und Koérpern“ in welches unter anderem
Dreiecke, Vierecke aber auch regelmafdige Vielecke fallen in der 2. Klasse MS, Vielecke

speziell auch noch einmal in der 3. Klasse, behandelt.
Konkret heifdt das fiir das Fach Mathematik:

e Geometrische Figuren und ihre Eigenschaften (z.B. Flacheninhalt, Umfang, Winkel)
e Koordinatensysteme und Funktionen
e Abbildungen und Transformationen

e Symmetrien und Regelmafiigkeiten

Auch in Geometrisch Zeichnen werden automatisch einige der selben Konzepte behan-

delt, wenn auch diese deswegen nicht so exakt festgelegt sind:

e Ebene Geometrie
e Hauptrisse
e Wahre Lingen, wahre Gestalt

e Werkzeichnungen

(BGBL II Nr. 185/2012/idF 239/2023)

Fachdidaktische Begriindung des Themas

Das Thema Vielecke und Geometrie spielt eine zentrale Rolle im Schulunterricht aufgrund
seiner vielfaltigen Bedeutung fiir die kognitive Entwicklung der Schiilerinnen und Schi-
ler. Polygone mit all ihren geometrischen Besonderheiten foérdern so Aspekte geometri-
schen Denkens wie Raumvorstellung, Mustererkennung, Asthetik, Symmetrie und viele

mehr.

Die Raumvorstellung, als zentraler Forschungsbereich, beinhaltet Fahigkeiten wie visuo-
motorische Koordination, Figur-Grund-Unterscheidung, raumliche Orientierung und vi-
suelles Gedachtnis. Die Psychologie betrachtet Raumvorstellung als wesentlichen Be-

standteil von Intelligenz und untersucht sie eingehend. Der Geometrieunterricht



ermoglicht nicht nur die Entwicklung dieser Fahigkeiten, sondern auch die Anwendung
von Strategien beim Losen rdaumlich-geometrischer Aufgaben. (Bruder et al, 2015,

S.193-196)

Die Erlernbarkeit von Raumvorstellungsvermogen wird durch zahlreiche Studien belegt,
die zeigen, dass raumliches Vorstellungsvermdégen trainierbar ist. Jedoch weisen Unter-
suchungen darauf hin, dass die Férderung von raumlichen Kompetenzen effektiver ist,

wenn Trainings- und Testaufgaben in einem engen inhaltlichen Zusammenhang stehen.

Insgesamt tragt der Geometrieunterricht, insbesondere im Kontext von Vielecken und an-
deren geometrischen Formen, mafdgeblich zur kognitiven Entwicklung von Schiilerinnen
und Schiilern bei. Durch die Férderung von Raumvorstellung und anderen Aspekten geo-
metrischen Denkens legt er eine wichtige Grundlage fiir das Verstiandnis abstrakterer ma-
thematischer Konzepte und fordert zugleich die Fahigkeiten zur Problemlésung und zum

logischen Argumentieren. (Bruder et al., 2015, S. 196-201)

Grundbildungsaspekte und Lernziele

Inhalt/Fertigkeit Dafiir notwendiges Wissen und Kénnen

Umgang mit mathema- | Nennen und korrektes Anwenden der Flachen- und Umfangsfor-

tischen Formeln meln bekannter Figuren

Umgang mit mathema- | Konstruieren, Beschriften und Erkennen bekannter Figuren in

tischen Figuren zusammengesetzten Figuren

Vernetzung mathemati- | Herleitung der Flachenformel einer zusammengesetzten Figur

scher Teilgebiete aus den Flachenformeln bekannter Figuren

Beherrschung mathe- | Korrekte Verwendung der Begriffe ,regelmafdig, ,konkav*, ,kon-

«

matischer Fachbegriffe | vex

Tabelle 1 Grundbildungsaspekte



Daraus abgeleitet kann man folgende Lernziele formulieren:

Die Schiilerinnen und Schiiler kdnnen die Eigenschaften von Vielecken identifizie-
ren, wie zum Beispiel die Anzahl der Seiten, die Lange der Seiten und die Grofie
der Innenwinkel.

Die Schiilerinnen und Schiiler kénnen die Flachenformeln bekannter Vielecken
nennen und korrekt anwenden.

Die Schiilerinnen und Schiiler kénnen die Herleitung des Flacheninhalts von zu-
sammengesetzten Vielecken begriinden.

Die Schiilerinnen und Schiiler kénnen Flachenberechnungen von Vielecken durch-
fiihren.

Die Schiilerinnen und Schiiler kdnnen Textaufgaben zum Thema Vielecke bearbei-
ten und ldsen.

Die Schiilerinnen und Schiiler kénnen den Unterschied zwischen regelmafiigen

und unregelmafdigen Vielecken erklaren und begriinden.

Angestrebte Kompetenzen

Das Institut des Bundes fiir Qualitdtssicherung im 0Osterreichischen Schulwesen (IQS,

2009) definiert fiir die Einordnung der Themen im Unterrichtsfach Mathematik ein mehr-

dimensionales Modell. So wird jedem Thema ein Paar (z.B. (AK2, IK4)) zugewiesen, man

bekommt dadurch eine bessere Ubersicht iiber die Abdeckung aller Themenbereiche und

Operatoren.

Allgemeine Kompetenzen
AK 1 AK 2 AK 3 AK 4
o
&K1
o
2
7
Q

05 IK 2
X
s
s K3
ey
oy
<
£

K 4 .

Abbildung 14 Kompetenzmodell Darstellung



Allgemeine Kompetenzen Inhaltliche Kompetenzen

AK1: Modellieren IK1: Arbeiten mit Zahlen

AK2: Operieren IK2: Arbeiten mit Operationen
AK3: Kommunizieren IK3: Arbeiten mit Grofien

AK4: Problemlosen IK4: Arbeiten mit Ebene und Raum

Tabelle 2 Kompetenzmodell Auflistung

Mit dem Themenbereich Vielecke und geometrische Figuren werden dabei die Kompe-
tenzbereiche (AK1, IK4) fiir alle Konstruktionen und (AK2, IK3) fiir alle Berechnungen zu
Umfang und Flacheninhalt abgedeckt.

Beriicksichtigung Lernausgangslage

Leistungsstand

Da Geometrie als Themenblock so essentiell fir den Mathematikunterricht ist, muss fur
alle Schiilerinnen und Schiiler ein gewisses, wenn auch nicht sehr anspruchsvolles kogni-
tives Level gegeben sein. Hierbei handelt es sich um ein allgemeines Verstandnis der euk-
lidischen Geometrie, genauer derjenigen im zweidimensionalen Raum. Zu diesem Zeit-

punkt sollte dies aber bei den allermeisten Lernenden mehr als erfiillt sein.

Vorkenntnisse

Die Beriicksichtigung der Vorkenntnisse der Lernenden ist einer der zentralen Punkte fiir
einen leistungsdifferenzierten Unterricht. Gemeinsam mit den anthropologischen (physi-
schen, psychischen) Voraussetzungen bilden diese die Basis fiir eine wissenschaftlich ba-
sierte Einschatzung (Kiel, 2018, S. 23). Um mit dem Thema Vielecke im Mathematikunter-
richt zu beginnen, sind bestimmte Vorkenntnisse bei den Schiilerinnen und Schiilern er-
forderlich. Zunachst miissen sie in der Lage sein, bekannte geometrische Figuren zu er-
kennen und zu beschreiben, indem sie ihre Eigenschaften, wie zum Beispiel die Anzahl
der Seiten, die Lange der Seiten und die Groéfde der Innenwinkel, identifizieren - das be-

schrankt sich zu diesem Zeitpunkt ohnehin nur auf Dreieck und Viereck. Sie miissen auch



in der Lage sein, geometrische Grundstrukturen skizzieren und konstruieren zu kénnen.
Zudem sollten die Schiilerinnen und Schiiler tiber grundlegende Kenntnisse in Bezug auf
Flachenberechnungen verfiigen und in der Lage sein, Flaichenformeln bekannter Figuren
anzuwenden. Dartiber hinaus sollten sie in der Lage sein, Begriffe wie "regelmafiig" und
"unregelmafdig" zu verstehen und zu unterscheiden, um sie spater im Kontext der Viel-
ecke zu verkniipfen. Besonders hier kann es sich lohnen, einen gewissen Fokus zu setzen,
um bspw. das sprachliche Verstdandnis fiir solche Fachbegriffe zu starken und mit der All-
tagssprache der Kinder zu vergleichen und vernetzen (Maier & Schweiger, 1999, S. 147-
151). Wenn die Schiilerinnen und Schiiler diese kognitiven Leistungen erbringen, sind sie

in der Lage, mit dem Thema Vielecke im Mathematikunterricht zu beginnen.

Weitere Uberlegungen

Eine wichtige Uberlegung bei der Gestaltung von Unterricht zum Thema Vielecke ist die
Alltagstauglichkeit und der Realitdtsbezug. Es ist wichtig, dass die Schiilerinnen und Schii-
ler das Gelernte auf praktische Anwendungen tibertragen kénnen und verstehen, wie das
Thema im Alltag relevant sein kdnnte. Eine Moglichkeit, dies zu erreichen, ist die Verwen-
dung von Beispielen aus dem Alltag, also etwa die Berechnung des Flacheninhalts von

Raumplanungen oder die Berechnung vom Materialbedarf beim Bau von Gebauden.

Eine weitere Uberlegung ist die Ausstattung der Bildungsriaume. Um das Thema Vielecke
effektiv zu vermitteln, sollten die Schiilerinnen und Schiiler Zugang zu geometrischen
Werkzeugen und Hilfsmitteln wie Linealen, Winkelmessern, Geodreiecken und Zirkeln
haben. Hier besteht oft weniger ein Problem bei den SuS, es kommt aber immer o6fter vor,
dass in den Klassenzimmern keine echten Tafelzirkel oder Lineale mehr vorkommen. Das
mag im Bezug auf die Digitalisierung sinnvoll sein, jedoch sollte man sich hier als Lehr-
person bewusst sein, dass sich so das Erlernen des richtigen Umgangs mit den Werkzeu-

gen bei den Schiilerinnen und Schiilern als schwieriger erweist.



Unterrichtsplanung

Einordnung ins Schuljahr

Polygone sind Teil der Elementaren Geometrie und der damit eingefiihrten 2D-Objekte.
In den meisten Schulbiichern wird die Geometrie durch alle Schulstufen hindurch als sehr
gesondertes Thema betrachtet. Es steht einem als Lehrperson dadurch frei, wann man
dieses ansprechen will. Die inhaltlichen Voraussetzungen fiir Vielecke (Strecke, Strahl,
Gerade, Winkel, ...) geben jedoch einen gewissen Ablaufrahmen vor, den man einhalten
muss, um inhaltlich kohdrent zu bleiben. Als Beispiel fiir diese Unterrichtsplanung wird
das Thema hinter den ersten grofden behandelten Block der 2. Klasse gestellt: Die Bruch-
rechnung. Somit befinden wir uns ca. 8 Wochen vor Ende des ersten Semesters und haben

hier Zeit, alle gewtlinschten Themen der Geometrie anzusprechen.

Ausblick auf folgende Lehrinhalte

Obwohl das Thema Vielecke im Fach Mathematik oft als Abschluss eines Themenblocks
gesehen wird, gibt es dariiber hinaus in Geometrisch Zeichnen aber auch in h6heren Klas-
sen in Mathematik Themen, die auf dieses Wissen aufbauen. Am wichtigsten zu betrach-
ten im Kontext der NMS ist hier das Thema ,Hauptrisse®, da hier dreidimensionale Ob-
jekte auf Polygone abgebildet werden, unter Beriicksichtigung der dabei entstehenden

Winkel und Seitenléangen.

Rasterplanung
Schule / Klasse / Schiilerzahl: Mittelschule, 2. Klasse, (13m, 9w)

Raumsituation: Reguldrer Klassenraum, Geometrische Ausstattung fiir Tafel, Beamer
Sprachniveau: Unterrichtssprache Deutsch, deutliche Aussprache notwendig

Thema der Stunde: 2D-Objekte, Vielecke
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Zusammenfassung

Das Thema Polygone ist im Mathematikunterricht fest verankert,
damit einhergehend werden grundlegende Bildungsaspekte und
Lernziele vermittelt. In den meisten Schulbtichern herrscht hier
der Konsens, auf regelmdfsige Polygone Fokus zu legen. Regelmd-
fSige Polygone haben Seiten gleicher Ldnge und Winkel gleicher
Grofse. Zu den speziellen Polygonen zdhlen Sternvielecke, die sich
gegenseitig schneidende Seiten haben, sowie Polygone, die sich
ohne Liicken oder Uberlappungen zu einer Ebene fiillen lassen
(Parkettierung). Der Fldcheninhalt von Polygonen kann berech-
net werden, indem sie in einfachere Formen zerlegt und die Fld-
chenformeln dieser Formen verwendet werden. Das Konzept des
Kachelns, also dem Bedecken einer Ebene mit wiederkehrenden
Mustern von Polygonen, ist in der wissenschaftlichen Forschung
dabei gerade heifs beredet. Neuste Entdeckungen zeigen die Még-
lichkeit, mit nur einer Art von Polygon die gesamte unendliche
Ebene zu bedecken, ohne dass sich das Muster je wiederholt. Das
Thema Polygone ist also sowohl im Schulunterricht, als auch in

der Forschung hochst interessant.
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PLUS Johannes Baischer, 12127340

A1l - Grundaufgaben

Nr. | Inhalt Bild

Zeichne ein unregelmiBiges Vieleck.

a) ein Fiinfeck b) ein Sechseck c) ein Siebeneck d) ein Achteck
Es gibt regelmafige und unregelmaBige Vielecke.
Sie werden nach der Anzahl ihrer Ecken benannt.

Konstru- 78:
1 . £ D
leren A F
c
B 8
— —
Konstruiere ein regelméBiges Sechseck. /// H\\@ ' /sz ><\\®
a=3cm f e \Ifx . Y
Gehe so vor: 'I,\ / El ’—J 6
1) Zeichne einen Kreis mit r = 3 cm. N / '\\ /
Konstru- 2) Trage den Radius sechsmal auf der Kreislinieauf. . e _/'{//
2 3) Verbinde die Schnittpunkte und beschrifte sie. . - = b5
leren
a) a=4,5cm
b) a=3,7cm
c) a=5cm
d) a=2,5cm
9
Berechne den Flacheninhalt der zusammengesetzten Figuren:
% 1,6em  16cm
a) b) > |
1,6 cm
—
Berech-
3
nung 3,2cm
10
Setze die Parkettierung (Aneinanderreihung der Sechsecke) in der Abbildung fort! Sin
Konstru-
4 | , ; ,
lieren Versuche gleichschenklige Trapeze liickenlos aneinanderzureil i ! G}D

11

8 Kdlblinger und Stichlberger Ursula (2013)
9 Kélblinger und Stichlberger Ursula (2013)
10 Boxhofer et al. (2013)

11 Achleitner et al. (2020)



Konstru-

ieren

Zerlege die Flichen mithilfe ihrér Diagonalenin Dreiecke!

a) Funfeck b) Siebeneck ¢) Zehneck d) Zwolfeck

O & O O

12

12 Achleitner et al. (2020)




A2 - Erweiterungsaufgaben

Nr. Inhalt Bild
Versuche ein regelmaBiges Achteck zu konstruieren.
Kon- Gehe so vor:
. 1) Beginne mit einem Kreis.
1 struie- 2) Teile ihn in vier gleiche Teile.
3) Halbiere die Viertel und verbinde die Schnittpunkte an der Kreislinie.
ren
13
Kon- Zeichne einen Kreis mit dem Radius 8 cm.
2 struie- Zeichne
a) ein regelmaBiges MNeuneck, b) ein regelmaBiges Zehneck, das dem Kreis eingeschrieben ist.
ren
€ 14
Aufgabe 8: Trage den Flacheninhalt des Sterns ein.
.4,5¢cm
Al
AS
Al
‘\
Berech- \
3
nung
Antwort: Der Stern hat einen Fldcheninhalt von cm’.
15

13 Kolblinger und Stichlberger Ursula (2013)
14 Kolblinger und Stichlberger Ursula (2013)
15 https://gpogo.weebly.com/uploads/9/3/6/4/9364270 /zusammgesetzte flchen.pdf



https://gpogo.weebly.com/uploads/9/3/6/4/9364270/zusammgesetzte_flchen.pdf

