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1 Vorwort

Hoher, schneller, weiter! Der Mensch hat sich schon immer daran erfreut,
Grenzen zu iiberschreiten und das Unmogliche moglich zu machen. Doch
was passiert, wenn wir an die Grenzen des Machbaren stofen? Was
passiert, wenn wir versuchen, Zahlen zu berechnen, die so grofs sind,
dass sie unsere Vorstellungskraft iibersteigen? In dieser Arbeit begeben
wir uns auf eine Reise durch die Welt der grofen Zahlen und versuchen,
die Grenzen des Berechenbaren zu finden.

Besonderer Dank gilt an dieser Stelle all jenen, die mich beim Verfassen
dieser Arbeit unterstiitzt haben, allen voran meinem Betreuer Wolfgang
Schmid, fiir seine Unterstiitzung und seine wertvollen Anregungen.

Johannes Baischer
Salzburg, 23. Juni 2025

(Komplexitdtstheorie, grofie Zahlen, Big Number Duel)
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2 Abstract

Die faszinierende Welt der groften Zahlen ist gefiillt mit mathematischen
Konzepten, die es ermoglichen, Zahlen zu erzeugen, die alleine fiir ihre
Darstellung sehr viel Kreativitdat erfordern, geschweige denn ihre Grofe
zu visualisieren. Beginnend mit den Grundrechnungsarten und einfachen
Algorithmen werden wir schrittweise méchtigere Werkzeuge einfiihren,
um immer grofere Zahlen zu erzeugen. Es werden bekannte Zahlen wie
Graham’s Number, TREE(3), die Busy Beaver-Funktion und Rayo’s
Number analysiert, die jeweils neue Grenzen der Darstellbarkeit und Be-
rechenbarkeit aufzeigen. Ausgangspunkt wird ein historischer Wettstreit
zweier Mathematiker sein, die versuchen, sich gegenseitig mit immer
groferen Zahlen zu {ibertrumpfen. Dabei werden wir die Spielregeln des
Big Number Duel als Grundlage fiir unsere Suche nach ,,der grifiten
Zahl“ verwenden.

Eingangs bietet eine kurze Einfiihrung in die Komplexititstheorie eine
Grundlage, um das Verhalten von Algorithmen und Zahlenfolgen sys-
tematisch zu analysieren und zu vergleichen. Ein zentraler Bestandteil
dieser Analyse ist die Grofs-O-Notation, die verwendet wird, um das
asymptotische Wachstum von Funktionen zu beschreiben. Durch die
Grof-O-Notation kénnen wir mathematisch prazise verschiedene Stra-
tegien zur Erzeugung grofter Zahlen vergleichen und deren Wachstum
klassifizieren, solange uns dies moglich ist.

I1I
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3 Einfiihrung in die Komplexitatstheorie

Um uns effektiv auf die Suche nach ,,der grofiten Zahl“ begeben zu koénnen, miissen wir uns
zunéchst darauf einigen, wonach wir genau suchen. Wer als Kind schon einmal versucht
hat, mit den Freunden um die grofste Zahl zu konkurrieren, weifs, dass dies schnell in
Streitereien enden kann. Ist ,,Eine Millionen-Million“ eine Zahl, was ist mit ,,immer eins
mehr als du”“ und hat man gewonnen, wenn man ,,unendlich” sagt? Um solche Probleme zu
vermeiden, miissen wir uns auf einige einheitliche Definitionen einigen. In diesem Kapitel
werden wir uns daher damit beschéftigen, unsere Vorgehensweise zu konkretisieren und
eine Methode finden, die uns helfen wird, unsere Ergebnisse zu vergleichen.

Viele der in dieser Arbeit vorkommenden Begriffe und Definitionen stammen aus dem
dritten Kapitel von Grundlagen der Mathematischen Optimierung - Diskrete Strukturen,
Komplexitdtstheorie, Konvezititstheorie, Lineare Optimierung, Simplex-Algorithmus, Dua-
litat |Gril3| und aus Vorlesungsskripten basierend auf dem Buch Introduction to algorithms
[Cor+09].

3.1 Grundlegende Definitionen

Fiir unsere Zwecke werden wir in weiterer Folge unterscheiden, ob wir die Null zu den
natiirlichen Zahlen zéhlen oder nicht. Dafiir definieren wir:

Definition 3.1: Natiirliche Zahlen

e Ny =1{0,1,2,3,...} als die Menge der nicht-negativen ganzen Zahlen

e N=1{1,2,3,...} als die Menge der positiven ganzen Zahlen

Definition 3.2: Elementare Operationen

Wir nennen Addition (+), Subtraktion (—), Multiplikation (-), Division (<) elemen-
tare arithmetische Operationen.

Weiters bezeichnen wir Vergleiche (=, #, <, >) als elementare Vergleichsopera-
tionen.

Gemeinsam mit der Zuweisung (+—) von Werten an Variablen bilden sie die elemen-
taren Operationen.

Im selben Zug werden hier oft bestimmte Begriffe aus der Informatik eingefiihrt, welche
fiir die Formalisierung von Algorithmen eingefiithrt und stark reduziert werden. Fiir unsere
Zwecke reicht es jedoch zu wissen, dass sich viele Prozesse auf das stdndige Wiederholen
einer Aufgabe (=Schleife WHILE DO) und Reagieren auf bestimmte Bedingungen
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(=Verzweigung IF ELSE) reduzieren lassen. Damit haben wir bereits die Grundlage fiir
einen der Kernbegriffe dieser Arbeit gelegt: Algorithmen.

Definition 3.3: Algorithmus (frei formuliert)

Ein Algorithmus A ist eine endliche Folge von elementaren Operationen, die auf
einen Input Z angewendet wird und einen Output O liefert.

Man sagt ein Algorithmus A 16st ein Problem P, wenn er fiir jede Eingabe Z das
korrekte Ergebnis O liefert, oder entscheidet, dass keine Losung existiert.

Aus dieser Definition lassen sich bereits viele interessante FEigenschaften ableiten:

1. Finitheit: Ein Algorithmus lésst sich in endlich vielen Worten beschreiben.
2. Ausfiihrbarbeit: Jeder Schritt eines Algorithmus ist in endlicher Zeit ausfiithrbar.

3. Platzkomplexitat: Ein Algorithmus benétigt nur endlich viele Variablen, um
Zwischenergebnisse zu speichern.

4. Terminierung: Ein Algorithmus darf nur endlich viele Schritte benétigen.

Dariiber hinaus werden Algorithmen im Allgemeinen weiter eingeschréankt, was sie letzt-
endlich erst praktisch nutzbar macht:

Definition 3.4: Determiniertheit

Ein Algorithmus heifit determiniert, wenn er fiir die selbe Eingabe 7 stets das
gleiche Ergebnis O liefert.

Definition 3.5: Determinismus

Ein Algorithmus heift deterministisch, wenn sich in jedem Schritt eindeutig
festlegen lésst, welcher Schritt als néchstes ausgefiihrt wird.

In weiterer Folge werden wir implizit immer von determinierten, deterministischen Al-
gorithmen ausgehen. Diese Algorithmen koénnen wir fiir unsere Zwecke nun sehr gut
verwenden, um damit moglichst grofse Zahlen zu erzeugen. Dafiir brauchen wir eine letzte
Definition:

N}
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Definition 3.6: Folge

Eine Folge ist eine endliche oder unendliche Liste von Elementen, die in einer
bestimmten Reihenfolge angeordnet sind.
Eine Folge a wird definiert als Abbildung:

a:N—-X

n+— a,

wobei a,, das n-te Element der Folge a und X eine beliebige Menge ist. Fiir unsere
Zwecke werden wir uns auf Folgen von natiirlichen Zahlen beschranken (also mit
X = N). Dabei werden wir synonym auch ganz einfach von ganzzahligen Funktionen
oder schlicht , Funktionen® sprechen.

3.2 ,,Groft-O“-Notation

Die gesamte bisher geleistete Vorarbeit lasst bereits stark vermuten, dass wir mit simplen
mathematischen Grofsenvergleichen von Zahlen wie < oder > nicht weit kommen werden.
Vielmehr benotigen wir eine Methode, verschiedene ,,Strategien” zur Erzeugung grofser
Zahlen miteinander zu vergleichen. Genauer gesagt wollen wir das Wachstumsverhalten
von verschiedenen Funktionen (oder wie in unserem Fall Folgen) miteinander vergleichen.
Dafiir fithren wir die ,,Grofs-O“-Notation ein:
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Definition 3.7: Landau-Symbole

Seien f und g zwei Folgen mit f,g: N — N.
e O-Notation (Obere Schranke):
f(n) € O(g(n)) <= Fec>0,n9 € Nmit Vn > ng: f(n) <c-g(n)

Die O-Notation beschreibt eine obere Schranke fiir das asymptotische Wachs-
tum von f.

e ()-Notation (Untere Schranke):
f(n) € Q(g(n)) <= Jc>0,n9 € Nmit Vn > ng: f(n) >c-g(n)

Die 2-Notation beschreibt eine untere Schranke fiir das asymptotische Wachs-
tum von f.

e O-Notation (Exakte Schranke):
f(n) € ©(g(n)) <= f(n) € O(g(n)) und f(n) € Q(g(n))

Die ©-Notation beschreibt eine exakte Schranke, d.h., f wichst asymptotisch
genauso schnell wie g.

Es handelt sich beim O um ein kalligrafische O, welches urspriinglich fiir den
griechischen Buchstaben Omikron steht. Aufgrund der Ahnlichkeit zu einem grofen
O in den meisten Schriftarten setzte sich jedoch die Bezeichnung , Grof-O*“-Notation
(engl. Big-O-Notation) durch.

Weiters wird in der Literatur oft nicht zwischen O und © unterschieden, da fir
Effizienzanalysen meist nur die kleinstmogliche obere Schranke interessant ist. Es
wire demnach zwar richtig zu sagen, dass beispielsweise n? € O(n?), also n° eine
obere Schranke fiir n? ist, jedoch ist dies nur wenig aussagekriftig.

Eine detailliertere Beschreibung mit einigen Beispielen zur Laufzeitbestimmung
bietet das 39. Kapitel Die Landau Symbole aus Konkrete Mathematik (nicht nur)
fiir Informatiker [Wei21].
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3.2 ,,Grofs-O“-Notation

Seien f(n) =n®+n und g(n) = n.

und f(n) € Q(g(n)):

-10°

0 20 40 60 80 100
n

Dann finden wir mit ¢; = 2 und ¢ = 0.5 zwei Konstanten, sodass f(n) € O(g(n))

Damit gilt: f(n) € ©(g(n)). Das bedeutet, dass f(n) asymptotisch genauso schnell
wéchst wie g(n). Anders formuliert kénnten wir also auch sagen: g(n) € ©(f(n)).
Diese Symmetrie ist eine besondere Eigenschaft der ©-Notation.
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Der Graph zeigt Folgen, die jeweils verschiedenes asymptotisches Wachstumsverhal-
ten aufweisen. Das bedeutet: egal welche Koeffizienten wir fiir jeweils zwei Funktionen
wahlen wiirden, eine der beiden wird die andere ab einem bestimmten n abhédngen.

1,000 1 R
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£
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200 |
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4 Die Spielregeln

Um eine faire Basis zu schaffen, auf der wir unsere Vergleiche anstellen kdnnen, miissen wir
uns auf einige Spielregeln einigen. Wir stellen uns fiir diesen Zweck ein Duell zwischen zwei
Mathematikern vor, die versuchen einander mit immer groferen Zahlen zu {ibertrumpfen.

4.1 Big Number Duel

Am 26. Janner 2007 veranstalteten Agustin Rayo, Professor am MIT, und Adam Elga,
Professor an der Princeton University, das Big Number Duel am MIT in Cambridge. Dabei
kimpften sie 6ffentlich darum, wer von ihnen die ,,grofere Zahl“ an eine Tafel schreiben
kann.

Rayo veroffentlichte eine Zusammenfassung des Duells {iber die MIT Press, woraus wir fiir
unsere Zwecke die Spielregeln iibernehmen konnen [Ray20].

Die Regeln definierten sie wie folgt:

1. Die Teilnehmer schreiben abwechselnd einen Ausdruck auf die Tafel, der eine natiir-
liche Zahl beschreibt.

2. Nicht standardisierte Notation muss dem Publikum ersichtlich dargelegt werden.

3. Primitive Semantik ist nicht erlaubt. (Das bedeutet, Einreichungen wie ,,Die grofste
Zahl, die je jemand an eine Tafel geschrieben hat, plus eins“ sind nicht erlaubt.)

4. Gentlemen’s Agreement: neue Einreichungen miissen so groft sein, dass sie mit den
zuvor verwendeten Methoden nicht {iberboten werden kénnen. (Das heift, auch zur
letzten Zahl etwas hinzuzuzéhlen oder einen Algorithmus doppelt so oft anzuwenden
wire als ,,unsportlich® verboten.)

Fiir unsere Suche nach der groften Zahl einigen wir uns auf die Spielregeln des Big Number
Duel und verwenden diese als Anhaltspunkt dafiir, neue Zahlen zu finden.
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4.2 Der Zeichenvorrat

Da wir keine echte Tafel vor uns haben, versuchen wir erst einmal zu verstehen, welchen
Zweck sie beim Big Number Duel erfiillt. Alternativ kénnte man die jeweils néchste
Einreichung auch einfach dem Publikum und dem Kontrahenten verkiinden. Das wiirde
in der Theorie jedoch auch erlauben, ,,10 hoch 10 hoch 10 hoch 10 hoch ...“ ohne Ende
aufzusagen. Das wiirde zwar zu jedem Zeitpunkt, an dem man aufhort, eine natiirliche
Zahl ergeben, aber eben nur, wenn man aufhort. Muss man die Zahl jedoch an eine Tafel
schreiben, ist es nicht mehr moglich, unendlich viele Zeichen zu verwenden.

Nach dieser Idee wollen wir hier auch die Anzahl der moglichen Zeichen begrenzen.
Prinzipiell macht es hier keinen Unterschied, worauf wir uns genau einigen, nur dass
unser Ausdruck endlich viele Zeichen haben muss. Will man auch die Verwendung von
Algorithmen zur Erzeugung grofter Zahlen etwas weiter konkretisieren, stéfst man bald
zusétzlich auf das Problem, eine einheitliche Darstellungsform zu finden. Oft wird hier auf
die sog. Turingmaschine zuriickgegriffen.

Definition 4.1: Turingmaschine

Eine Turingmaschine ist ein theoretisches Berechnungsmodell, das aus folgenden
Komponenten besteht:

e Einem Band, das in beide Richtungen unendlich lang ist und in Zellen unterteilt
ist. Jede Zelle kann ein Symbol aus einem endlichen Alphabet (meist {(, 0,1}
oder {0, 1}) enthalten.

e Einem Lese-/Schreibkopf, der sich entlang des Bandes bewegen kann und
das Symbol in der aktuellen Zelle lesen oder iiberschreiben kann.

e Einem Zustandsregister, das den aktuellen Zustand der Maschine speichert.
Es gibt eine endliche Menge von Zusténden, einschlieflich eines Start- und
eines Endzustands.

e Einer Ubergangsfunktion, die bestimmt, wie die Maschine basierend auf dem
aktuellen Zustand und dem gelesenen Symbol handelt. Die Ubergangsfunktion
spezifiziert:

— Das neue Symbol, das in die aktuelle Zelle geschrieben wird.

— Die Richtung, in die sich der Kopf bewegt (links, rechts oder bleibt
stehen).

— Den néchsten Zustand der Maschine.
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Abbildung 1: Turingmaschine, ill. Felinne Hermans

Turingmaschinen werden oft als universelle Maschinen bezeichnet, da sie theoretisch jede
berechenbare Funktion ausfiihren kénnen. Damit sind sie gleich méchtig wie alle géngigen
Programmiersprachen, wodurch wir uns bestimmte Algorithmen auch alternativ in diesen
Sprachen ansehen kénnen. Es gibt jedoch einen sehr bekannten Vertreter der grofsen Zahlen,
der durch die Einfithrung dieser Beschréankung sich einen ,,unfairen” Vorteil zu erschleichen
versucht.

4.3 Potentielle Ausnahmen

Ohne zu stark vorzugreifen werden wir uns in Kapitel 6 mit einigen sehr bekannten grofen
Zahlen beschéftigen, die verschiedenste Mathematiker definiert haben. Eine davon, ndmlich
die Busy Beaver Funktion BB(n), ist eine Funktion, die fiir eine Turingmaschine mit n
Zustdanden die maximale Anzahl an Schritten zédhlt, die sie ausfiihren kann, bevor sie
stoppt, ohne dass sie fiir immer weiterlauft.

Da jeder fiir das Duell zugelassene Algorithmus ebenso mit n Zustéanden auskommen muss,
wiirde BB(n) grofer als jede andere Zahl sein, die mit den erlaubten Algorithmen erzeugt
werden kann. Das wirkt sehr dhnlich zu der Aussage ,,Die grofste Zahl, die ich auf die
Tafel schreiben kann.“ Warum das kein Totschlagargument ist und wie wir vielleicht sogar
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dariiber hinaus kommen, werden wir im erwdhnten Kapitel betrachten.

el ENEREN AT R ey

Abbildung 2: Busy Beaver, ill. A. K. Dewdney

4.4 Die Rangliste

Wir werden im néchsten Kapitel eine Vielzahl von Methoden kennenlernen, immer grofere
Zahlen zu entdecken. Gemafs der Regeln des Big Number Duel werden wir dabei nur Zahlen
auf die Rangliste setzen, die eine neue Idee mit sich bringen, die anderen Zahlen in den
Schatten zu stellen. Gleichzeitig werden wir uns aber nicht damit aufhalten, jede dieser
Herangehensweisen an ihr Maximum zu treiben, da die néchste Zahl diese ohnehin bei
Weitem iibertreffen wird. Demnach spielt es fiir uns keine Rolle, ob wir beispielsweise die
Zahl 10%, 103 oder 10'° auf die Rangliste setzen, da sie dieselbe Idee verfolgen. Fangen wir
ganz in diesem Sinne mit der kleinsten Zahl, die wir in diesem Kapitel betrachten werden,
an:

[ Rang | Ausdruck Abschitzung Beschreibung
1 7 7 ?
13 1 < 10 Kleinste natiirliche Zahl

10
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5 Naive Versuche einer grofsen Zahl

In diesem Kapitel werden wir uns mit den ersten Versuchen beschéftigen, grofe Zahlen
zu erzeugen. Dabei werden wir Ideen verfolgen, welche sich auf die Grundrechnungsarten
stiitzen und so auch jedem Menschen ohne grofsen mathematischen Hintergrund einfallen
hédtten konnen. Auch werden wir schnell merken, dass wir schnell an die Grenzen der
Darstellbarkeit stofsen werden. Deshalb werden wir im Laufe dieses Kapitels immer wieder
Notationen kennenlernen, die es uns ermoglichen, Abschétzungen fiir diese grofen Zahlen
anzugeben und diese auch zu vergleichen.

5.1 Ausreizen der Grundrechnungsarten

Versuchen wir zunéchst einmal, die vier Grundrechnungsarten zu verwenden, um eine
moglichst grofse Zahl auf unserer begrenzten Tafel darzustellen. Grundsétzlich kénnen wir
uns hier gleich auf die Addition und Multiplikation beschranken, da die Subtraktion
und Diwvision in der Regel unsere Zahl nur kleiner machen.

Ausgehend von einer iiberschaubaren Zahl, sagen wir 3, konnten wir versuchen, diese Zahl
immer wieder zu addieren und so unsere Tafel zu fiillen. Fiir eine Tafel mit bspw. 10
Zeichen konnten wir also

3+3+3+3+3

schreiben, was in Summe 15 ergibt. Damit haben wir aber bereits eine sehr viel kompaktere
Darstellung gefunden, dieselbe Zahl darzustellen. Dasselbe gilt auch fiir die Multiplikation,
die mit

3-3-3-3-3
ausgeschopft wire (= 243). Wir sehen, dass wir nicht sehr weit damit kommen, die
Operatoren explizit anzufithren. Wir wéren in diesem Fall also sogar besser dran, die
Operatoren ginzlich zu ignorieren und nur die Zahlen zu verwenden:

3333333333.

Nichtsdestotrotz haben wir hiermit 3 Methoden gefunden, unsere bisher grofte Zahl 1 zu
iibertreffen.

11
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[ Rang | Ausdruck Abschitzung Beschreibung
1 ? ? ?
10 | 333333333 > 107 Fiillen der Tafel
11 3-3-3-3-3 < 1000 Explizite Multiplikation
12 [3+3+3+3+3 < 100 Explizite Addition
13 1 <10 Kleinste natiirliche Zahl

Um zu zeigen, dass der Ausdruck mit Multiplikation als Operator wirklich gréfere Zahlen
erzeugt als die Addition, betrachten wir die Algorithmen fiir diese Operatoren.

Algorithmus 5.1: Multiplikation

Input: a,b € N

Output: a-b

result < 0

while b > 0 do
result < result + a
b+—b—1

end while

return result

Will man also die Zahl n mit sich selbst multiplizieren, wird in Zeile 5 n-mal eine Addition
von n ausgefiihrt. Damit konnen wir mit der Grofi-O-Notation formal zeigen, dass die
Multiplikation asymptotisch schneller wachst als die Addition:

Wir wihlen als Basis eine Zahl a (in unserem Beispiel 3), fiir die wir uns das asymptotische
Wachstum ansehen wollen.

fm)=a+a+a+---+a gln)=a-a-a---a
=n-a =a"
€ O(n) € O(a")

Damit sehen wir zwei wichtige Eigenschaften:

12
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e Fiir das asymptotische Wachstum spielt es bei der Addition keine Rolle, welche Zahl
wir als Basis verwenden, da wir immer eine Konstante ¢ finden kénnen, damit f(n)-c
eine obere Schranke fiir f(n) ist.

e Das asymptotische Wachstum der wiederholten Multiplikation lasst sich mit O(a™)
beschreiben, wodurch wir keine Konstante ¢ finden kénnen, die eine obere Schranke
fiir g(n) ist. Damit wéchst g(n) asymptotisch schneller als f(n) und hat somit in der
Rangliste einen Platz weiter oben verdient.

Wer die Spielregeln gut im Kopf hat und sich jetzt fragt, warum wir nicht einfach den oben
verwendeten Algorithmus anstatt der explizit ausgeschriebenen Multiplikation einreichen,
ist etwas ganz Heifsem auf der Spur. Wir miissen den Algorithmus ndmlich nicht vergréfsern,
um immer grofere Zahlen zu erzeugen. Gleichzeitig ist es auch moglich die danach iibrigen
Zeichen viel effizienter als Eingabeparameter zu verwenden. Es sei zu diesem Zeitpunkt
dahingestellt, ob wir wirklich ein neues asymptotisches Wachstum erreicht haben. Um das
herauszufinden, definieren wir uns zunéchst einmal die Wiederholte Selbst-Addition
und Multiplikation:

Algorithmus 5.2: Wiederholte Selbst-Addition fy g4(n)

Input: n € N
Output: a € N
a+ 0,7 n
while 7 > 0 do
a<—a+n
141 —1
end while
return a

Algorithmus 5.3: Wiederholte Selbst-Multiplikation fy s(n)

Input: n € N
Output: a € N
a< 1,72 n
while 7 > 0 do
a+a-n
141 —1
end while
return a

Als Parameter fiir Addition und Multiplikation dient in beiden Féllen die selbe Zahl n,

13
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welche gleichzeitig die Anzahl der Wiederholungen angibt. Vereinfacht man die beiden
Darstellungen mittels gangiger Notation fallt schnell auf, dass wir uns hier tatséchlich in
einer anderen Groéfenordnung des Wachstumsverhaltens bewegen.

Addition :n+n+n+---+n=n-n=n’

n-mal

Multiplikation :n-n-n---n=n"
~—_——

n-mal

Schauen wir uns einen sehr visuellen Beweis dafiir an, warum fiyga(n) ab einem grofs
genug gewahltem n die Addition mit einer fixen Basis in den Schatten stellt. Wéahlen wir
dafiir als Basis 3:

14
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Abbildung 3: n? vs. 3-n

Damit sehen wir, dass ab einer bestimmten Gréfsenordnung von n die Addition mit einer
fixen Basis nicht mehr mithalten kann, da die Basis von fys4(n) immer grofer wird, bis
sie schlieklich die fixe Basis tibersteigt, und somit pro Folgenglied eine grofsere Zahl addiert
wird. Auch formal sehen wir, dass wir keine Konstante ¢ finden kénnen, die eine obere
Schranke fiir fiyga(n) ist, da wir die Konstante mit der Basis kombinieren kénnen:

Angenommen wir hétten eine Konstante ¢ gefunden, die eine obere Schranke fiir fyg4(n)
mit dem Wachstum der 3 - Addition bildet, dann gilt:

<c-3n VYn >mng,ng € N
fwsa(n) < (3e)n Vn > ng,ng € N

Dabei wissen wir aber schon mit dem selben Argument, dass fyysa(n) asymptotisch schnel-

ler wichst als die Addition mit einer fixen Basis 3¢, was einen Widerspruch darstellt.

Damit konnen wir unsere Rangliste um die beiden neuen Eintrige erweitern:
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[ Rang ‘ Ausdruck Abschitzung Beschreibung
1 ? ? ?
8 fwsar(100) >= 1020 Wiederholte Selbst-
Multiplikation
9 fwsa(109) >= 10" Wiederholte Selbst-
Addition
10 | 333333333 > 10° Fiillen der Tafel

5.2 Ausreizen weiterer bekannter Operatoren

Die Analyse des Wachstumsverhaltens der beiden oben vorgestellten Algorithmen gibt uns
schon einen kurzen Einblick darin, dass wir mit Addition und Multiplikation die géngigen
Operatoren bei weitem noch nicht ausgereizt haben. Beispielsweise konnen wir auch die
Potenzierung verwenden, um eine noch grofere Zahl zu erzeugen. So wiirde bereits die
Zahlenfolge ayo(n) := 100") sehr viel schneller wachsen, als alles andere, was wir bisher
gesehen haben.

Auch die Fakultat nl =n-(n—1)-(n—2)...3-2-1 wichst sehr viel schneller als jede
einfache Potenz und weist damit eines der groften Wachstumsverhalten auf, das wir mit
den géngigen Operatoren erreichen kénnen.

Beispiel : Veranschaulichung 52!

Es gibt eine sehr bekannte absurde Methode, die Zahl 52! zu veranschaulichen. Frei
ibersetzt aus einem Online-Beitrag von US Data Scientist Scott Czepiel [Cze]:

Eine Person umrundet die Erde entlang des Aquators mit je einem Schritt alle eine
Milliarde Jahre. Nach jeder vollstindigen Umrundung entfernt sie einen Tropfen
Wasser aus dem Pazifik. Ist der Ozean vollstindig geleert, wird ein Blatt Papier auf
den Boden gelegt, der Ozean aufgefiillt, und der Prozess beginnt von neuem. Dieser
Vorgang wird so oft wiederholt, bis der Papierstapel die Entfernung von der Erde zur
Sonne erreicht. Doch selbst nach tausend solcher Zyklen verbleiben noch immer tiber
5-10% Sekunden (etwa ein Drittel der urspringlichen Zeitspanne.)

Das oben genannte Beispiel lasst langsam ahnen, auf welche Grofenordnungen wir uns ab
sofort immer schneller zubewegen werden. Tatsédchlich wéchst unsere Funktion fysa(n),
die wir mit Wachstum O(n™) abschétzen kénnen, asymptotisch schneller als die Fakultét
n!, was ganz einfach zu zeigen ist:
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Wir miissen uns hier aber natiirlich nicht zuriickhalten, denn wir haben noch einiges an
Platz auf unserer imaginaren Tafel. Alleine das erneute Anwenden der Fakultat auf die
Fakultédt 52! ergibt eine unvorstellbar grofse Zahl, die wir nicht einmal mehr mit einem
geeigneten Gedankenspiel visualisieren kénnen:

52! = 80658175170943878571660636856403766975289505440883277824000000000000

5oll = (521)! = #

In mancher Literatur hat die Notation n!! (Doppelte Fakultit oder Alternative
Fakultat) eine andere Bedeutung, die sich auf die Berechnung der Fakultét mit
entweder nur geraden oder nur ungeraden Zahlen bezieht.

[51-1
= [[ (n=20)=n-(n-2)-(n—4)--
i=0
In unserem Fall sei aber explizit das erneute Anwenden der Fakultét, also n!l = (n!)!
gemeint.

Gleichermafien konnen wir auch die Potenzierung mehrmals anwenden, um einen sog.
Potenzturm (eng. Power Tower) zu erzeugen. Die Reihenfolge der Potenzierung ist hier
wichtig, Potenztiirme werden in der Regel von ,,oben nach unten ausgewertet. Das bedeu-
tet, dass wir zuerst die oberste Potenz ausrechnen und dann die néchste Potenz mit dem
Ergebnis der vorherigen Potenz.

23" — 26" — 281 — 9417851639229258349412352 # 4096 = 8* = (2°)*
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Formal gesehen handelt es sich hier um das wiederholte Anwenden des Operators Poten-
zierung. Die Potenzierung ist aber bereits die wiederholte Multiplikation, welche wiederum
eine sich standig wiederholende Addition ist. Es handelt sich hier also um einen interessan-
ten Zusammenhang, den wir nutzen konnen, um uns fiir unsere Zwecke sehr méachtige
Operatoren (in weiterer Folge Algorithmen) zu erzeugen.

Der Potenzturm wird als Operator formal oft als Tetration bezeichnet und mit zwei Pfeilen
nach oben dargestellt.

Definition 5.1: Tetration

Die Tetration ist eine Form der wiederholten Potenzierung, die wie folgt definiert
ist:

.a

vito=

b Kopien von a

Dabei ist a die Basis und b die ,,H6he* des Potenzturms (inklusive Basis).

Die Pfeil-Notation wird auf Donald Knuth zuriickgefiihrt, der sie in den 1970er
Jahren eingefiihrt hat (eng. Knuth’s up-arrow notation,).

Wir konnen ganz nach dieser Notation auch Exponenten definieren, indem wir nur einen
einfachen Pfeil nach oben verwenden: a 1 b = a’.

a 171 b ist also gleichbedeutend mit a 1 (a 1 (a...)), wobei b die Anzahl der Operanden
angibt.

e 31M12=313=33=27
e 21M3=21(212)=214=2'=16
o 4112=414=4%=256

e 21M4=21(21(212)=21(214) =2116 =216 = 65536

Warum aber sollten wir hier authéren? Ganz dhnlich kénnen wir die wiederholte Tetration
mit drei Pfeilen nach oben definieren und mit Pentation a 111 b =a 11 (a 11 (a...))
bezeichnen. Diese Ausdriicke werden auch fiir bereits sehr kleine Inputs extrem grofs
und tibersteigen alle bisherigen Einreichungen bei Weitem (auch die oben angeschnittene
mehrfache Fakultdt). Wir konnen also eine tiberschaubar kleine Zahl einsetzen und sie mit
gutem Gewissen auf die Rangliste setzen.

18



Johannes Baischer 5.3 Die Ackermann-Funktion

[ Rang \ Ausdruck Abschitzung Beschreibung
1 ? ? ?
6 2114 = 2 11T 65536 = | Pentation
2
922" (Héhe 65536)
7 (52!)! > 10107 Doppelte Fakultit

5.3 Die Ackermann-Funktion

Wiirden wir die Idee, den vorherigen Operator einfach wiederholt anzuwenden weiter
verfolgen, wiirden wir irgendwann an einen Punkt kommen, an dem unsere Pfeil-Notation
nicht mehr aussagekriftig ist (der 5000. Operator wiirde womdglich nicht mehr auf die
Tafel passen). Deswegen wollen wir hier versuchen, diese Idee etwas zu formalisieren und
werden dabei auf die Ackermann-Funktion stofsen.

Wir wollen nun ausgehend von der Addition eine Funktion definieren, die rekursiv zur
Berechnung den néchst kleineren Operator wiederholt anwendet. Eine modernisierte Version
der Ackermann-Funktion basiert auf einer dreistelligen Funktion ¢(a,b,n), die rekursiv
iiber die dritte Variable definiert ist:

Definition 5.2: Ackermann Funktion (historisch)

v(a,b,0) =a+1b
o(a,0,n+1) = afa, )
p(a,b+1,n+1) = o(a, p(a,b,n +1),n)

Dabei ist a(a,n) eine Hilfsfunktion fiir die Definition der Basisfille a+0,a-0,d°,. ..
mit den Startwerten:

0 wennn =0
ala,n) =<1 wennn=1

a wennn > 1

Die Funktion ¢ ist so konstruiert, dass sie auf sehr einfachem Wege mit steigenden Werten
von n Addition, Multiplikation, Potenzierung usw. simulieren kann. Fiir n = 0 entspricht sie

19



Johannes Baischer 5.3 Die Ackermann-Funktion

der Addition, fiir n = 1 etwa der Multiplikation, und fiir grofere n wichst die Komplexitat
(und der Wert) der Funktion rasant.

Fiir die Wachstumsanalyse betrachtet man oft eine leicht modifizierte Version der Funktion,
die als Basis immer 2 verwendet, und somit nur mehr 2 Parameter hat:

Definition 5.3: Ackermann Funktion (modifiziert)

Ai(n) =2-n, wenn n > 1
Ap(1) =2, wenn k > 2
Ar(n) = Ap_1(Ax(n — 1)), wennn >2 k> 2

Dadurch ergibt sich der Zusammenhang: Ax(n) = ¢(2,n, k)

Die Berechnung der Multiplikation 2 - 3 wiirde mit den jeweiligen Ackermann Funktionen
wie folgt aussehen: (Man beachte, Multiplikation hat in Ackermann Notation den Index

1):

Beispiel : A;(3) =23

©(2,3,1) = ¢(2,9(2,2,1),0)
= 0(2,0(2,¢(2,1,1),0),0)
= 90(27 90(27 @(27 90(27 0, 1)a 0)7 0)7 0)
= ¢(2,9(2,¢(2,0,0),0),0)
= ©(2,¢(2,2,0),0)
= (2,4,0)
=6

A(3)=2-3

=6
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Beispiel : 45(3) = 23
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Wie wir im Beispiel oben sehen, steigt die Anzahl der Rekursionsschritte sehr stark an,
sobald wir k£ erhohen. Fiir £ = 3 und n = 5 ergibt sich bereits eine sehr grofse Zahl, fiir die
wir die Rekursionsgleichung nicht mehr sinnvoll aufschreiben kénnen:
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22
Ag(5) =22 = 29936 (Zahl mit 19729 Ziffern)

Durch die Rekursion A4(5) = A3(A4(4)) entsteht ein Potenzturm mit nicht mehr nur 5
Gliedern, sondern A4(4) vielen Gliedern, was an sich schon eine unfassbar grofse Zahl ist.
Wir sind hier durch die rekursive Definition anstelle von expliziter Pfeil Notation in der
Lage, den Index des Operators nach Belieben zu erhdhen. Setzen wir also unsere Parameter
auf £k = 6 und n = 6 und fiigen diese enorme Zahl guten Gewissens auf die Rangliste:

[ Rang ‘ Ausdruck Abschitzung Beschreibung
1 ? ? ?
5 Ag(6) Ackermann Funktion

6T (611 (6...))
6-fache Anwend:;g der Pentation

6 2114 = 2 1T 65536 = | Pentation
2
922 (Héhe 65536)
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6 Bekannte Vertreter der absurd grofien Zahlen

In diesem Kapitel werden wir uns mit einigen der bekanntesten und beeindruckendsten
Zahlen beschéftigen, die in der Mathematik definiert wurden. Diese Zahlen sind so grof, dass
sie unsere Vorstellungskraft weit iibersteigen und selbst mit den méchtigsten Notationen
und Algorithmen kaum darstellbar sind. Viele von ihnen wurden aus der Begeisterung fiir
ihre enorme Grofe erdacht und haben eine faszinierende Geschichte, manchmal haben sie
aber sogar eine Verbindung zu realen Problemen in der Mathematik oder Informatik.

Fiir diese Arbeit werden wir uns mit vier der bekanntesten Vertreter der grofen Zahlen
auseinandersetzen. Wir beginnen mit Graham’s Number, einer Zahl, die urspriinglich in
der Ramsey-Theorie auftauchte und durch ihre schiere Grofe bekannt wurde. Anschliefend
betrachten wir TREFE(3), eine Zahl die aus der Anwendung des Satzes von Kruskal
entsteht. Danach wenden wir uns Rayo’s Number zu, einer Zahl, die im Rahmen des
eingangs vorgestellten Big Number Duel eingefithrt wurde und die Grenzen der Notation
auslotet. Schliefen werden wir mit der auch bereits kurz angeschnittenen Busy Beaver-
Funktion, die wir im Kontext der Berechenbarkeit betrachten werden.

Jede dieser Zahlen hat ihre eigene Geschichte und Bedeutung, und wir werden uns mit
den zugrunde liegenden Konzepten und ihrer Relevanz fiir die Mathematik und Informatik
auseinandersetzen.

6.1 Graham’s Number

Die folgenden Informationen stammen aus einem Interview mit Ronald Graham selbst,
das am 21.04.2014 verdffentlicht wurde [GN14].

Graham’s Number ist historisch gesehen ein besonders interessanter Vertreter der grofsen
Zahlen, da sie lange Zeit als die grofte Zahl galt, die jemals in einem mathematischen Beweis
verwendet wurde. Sie wurde von dem Mathematiker Ronald Graham in den 1970er Jahren
eingefiihrt und ist das Ergebnis eines Problems in der Ramsey- Theorie. Die Ramsey-Theorie,
benannt nach Frank Plumpton Ramsey, ist ein Teilgebiet der Kombinatorik innerhalb
der Diskreten Mathematik. Sie untersucht, wie viele Elemente einer strukturierten Menge
ausgewihlt werden miissen, damit in jeder Teilmenge eine bestimmte Eigenschaft oder
Struktur garantiert auftritt.

Ein klassisches Beispiel ist das Schubfachprinzip, das besagt, dass beim Verteilen von
k + 1 Objekten auf k Schubfiacher mindestens ein Schubfach mindestens zwei Objekte
enthalten muss. Ein weiteres Beispiel kann sehr anschaulich auf Freundschaften bezogen
werden: Treffen sechs Personen aufeinander, wobei jede Beziehung zwischen zwei Personen
entweder eine Freundschaft oder keine Freundschaft ist, so gibt es immer entweder eine
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Dreiergruppe, in der alle miteinander befreundet sind, oder eine Dreiergruppe, in der
niemand miteinander befreundet ist.

Fiir die Verbindung zu Graham’s Number betrachten wir den Graphen eines Wiirfels mit
n Dimensionen (d.h. explizit nicht nur Wiirfel in drei Dimensionen), bei dem jeder Knoten
eine Kante mit jedem anderen Knoten hat. Wir nennen so einen Graphen , vollstandig".
Betrachten wir nur ausgewéhlte Knoten und deren Kanten, so nennen wir den heraus-
genommenen Teil einen Teilgraph. Liegt dieser Teilgraph (aufgefasst als geometrisches
Objekt) dazu noch in einer einzigen Ebene, so nennen wir ihn planar.

Abbildung 4: Vollstéandiger n = 2 Graph
(ist gleichzeitig planar)

Abbildung 5: Vollstandiger n = 3 Graph

In der Literatur werden vollstdndige Graphen iiblicherweise nicht mit ihrer
Dimension bezeichnet, sondern mit der Anzahl ihrer Knoten. Ein vollstdndiger
Graph mit n Knoten wird als K, bezeichnet. Der vollstandige ,,n-dimensionale
Wiirfelgraph” wére demnach fiir Dimension n = 2 der Graph Ky = K, und fiir
Dimension n = 3 der Graph Ky = Kg.

Das Problem der Ramsey-Theorie, das Graham in seiner Arbeit behandelt hat, besteht
darin, die Kanten eines vollstdndigen Graphen in n Dimensionen so zu farben, dass es
keine monochromatischen (d.h. einfarbigen) vollstdndigen Teilgraphen gibt, die planar sind.
Gesucht ist hierbei die kleinste Dimension, in der ein solcher Teilgraph in jeder moglichen
Farbung auftritt, falls dies iiberhaupt in einer Dimension der Fall ist.
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Beispiel : Verbotene Farbung bei n = 3

Fiir die Félle n = 2 und n = 3 ist es jedoch ganz einfach moglich, eine Farbung zu
finden, die keinen monochromatischen planaren Teilgraphen enthélt. Tatséachlich wurde
fiir alle Félle bis hin zu n = 13 (gezeigt von Jerome Barkley in 2008) bewiesen, dass
monochromatische planare Teilgraphen vermieden werden kénnen. Eine obere Grenze, also
eine Dimension, in der ein solcher Teilgraph garantiert auftritt, lieferte eine Verdoffentli-
chung des amerikanischen Mathematikers Martin Gardner, in der er einen von Graham
unveroffentlichten Beweis fiir eine so absurd grofse Obergrenze fand, dass er davon ausging,
dass es die grofste Zahl sein miisse, die jemals in einem mathematischen Beweis verwendet
wurde. Diese Zahl ist nun als Graham’s Number bekannt geworden und wird mit Ggy
(manchmal einfach G) abgekiirzt.

Fiir die Definition von Graham’s Number verwenden wir die bereits eingefiihrte Pfeildar-
stellung von Knuth, die wir rekursiv an die Spitze treiben:

Definition 6.1: Graham’s Number
Sei a T" b die kurze Notation fiir a 11 ... 7b mit n Pfeilen.
———

n mal

Dann nennen wir mit Gy = 4 und G+, = 3 ¢ 3 fiir n > 0 die Zahl G, Graham’s
Number.

.

Diese Definition ist es wert, sie noch einmal ausfiihrlicher zu betrachten. Wir haben bereits
ein sehr gutes Verstiandnis dafiir wie grof 3 111 3 ist (= Pentationsoperator). Wir beginnen
hier aber fiir die erste rekursive Zahl (G; jedoch bereits mit 4 Pfeilen. Noch einmal zum
Vergleich, 3 113 =311 (3 11 3) = 3 11 7.625.597.484.987, was einen Potenzturm mit
7.625.597.484.987 Gliedern ergibt. G; konnen wir darauthin gar nicht mehr sinnvoll in
so einer Schreibweise angeben. Wir definieren daraufhin als Gy = 3 11 3. Jeder einzelne
hinzugefiigte Pfeil hat die resultierende Zahl um ein unvorstellbares Mafs vergrofert. Jetzt
fiigen wir aber so viele Pfeile hinzu, dass wir deren Anzahl nicht mehr sinnvoll angeben
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konnen. Die deutsche Sprache verliert zu diesem Zeitpunkt die Féahigkeit, der unvorstellba-
ren Grofe dieser Zahl gerecht zu werden. Wir sind aber noch nicht fertig. Wir definieren
auf die selbe Art G5, Gy, ... bis Ggq. Wir haben zu diesem Zeitpunkt keine Chance mehr,
irgendwelche Vergleiche zu Gg4 zu ziehen, alles was uns bleibt ist diese rekursive Definition.
Es ist also sehr versténdlich, dass der Mathematiker Gardner annahm, dass dies die grofste
je verwendete Zahl in einem mathematischen Beweis sei.

[ Rang | Ausdruck Abschitzung Beschreibung
1 ? ? ?
4 Gea / Graham's Number

Ackermann Funktion

i

6411 (6T (6...))

N
6-fache Anwendung der Pentation

6.2 TREE(3)

Wie der Name der Funktion bereits andeutet, handelt es sich bei TREFE(3) um eine
Funktion, die sich mit der Analyse von Baumen beschéftigt. Sie entsteht aus der Anwendung
des Satzes von Kruskal iiber die ,,Ordnung” dieser graphentheoretischen Baume. Wir werden
uns hier nur mit den nétigsten Definitionen beschéftigen, um zu verstehen, wie die Glieder
der T'RE E-Funktion entstehen. Das bedeutet im speziellen auch, dass wir nicht weiter auf
die Details des Satzes von Kruskal eingehen werden, sondern uns nur mit den Eigenschaften
der Baume beschaftigen werden.

Definition 6.2: Baum Beispiel : Baum

Ein Baum ist ein zusammenhéngen- & ©
der, ungerichteter Graph, in welchem 3 @
zwei Knoten durch genau einen (2)
Pfad verbunden sind. @

Die Folge TRE E(n) gibt die maximale Anzahl an Bdumen an, die wir mit einer bestimmten
Vorschrift konstruieren kénnen. Um diese Vorschrift zu verstehen, miissen wir noch den
Begriff des Nachfolgers in einem Baum definieren:
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Definition 6.3: Nachfolger und Einbettung

Gegeben sei ein Baum 7' mit einer Wurzel und Knoten v, w. Wir nennen w einen
Nachfolger von v, wenn der eindeutige Pfad von der Wurzel zu w den Knoten v
enthélt. Wir nennen w einen direkten Nachfolger von v, wenn zusétzlich der Pfad
von v zu w keinen weiteren Knoten enthalt.

Sei X eine halbgeordnete Menge. Wenn 717,75 Wurzelbdume mit Knoten sind, die
in X beschriftet sind, dann sagen wir, dass 77 einbettbar (eng. inf-embeddable) in
T ist und schreiben T} < T5, falls es eine injektive Abbildung F' von den Knoten
von T} zu den Knoten von 75 gibt, sodass:

1. (Fir alle Knoten v von T die Beschriftung von v der Beschriftung von F(v)
in der Ordnung von X wvorangeht.) - Formalitit fir Satz von Kruskal

2. Wenn w ein Nachfolger von v in T ist, dann ist F'(w) ein Nachfolger von F(v)
in TQ.

3. Wenn wy,wy zwei verschiedene direkte Nachfolger von v in 7} sind, dann
enthélt der Pfad von F'(w;) nach F(ws) in T3 den Knoten F'(v).

Die ,,Beschriftung der Knoten in einem Baum ist hier nicht zu verwechseln
mit der ,Farbung* der Knoten, die wir bereits aus dem Graphenbeispiel ken-
nen. Die Beschriftung ist hier einfach eine eindeutige Zuordnung von Knoten
zu Elementen einer halbgeordneten Menge X. Diese Beschriftung ist fiir die
formale Definition des Satzes von Kruskal und dessen Folgerung notig, ist aber
fiir das Verstdndnis der Konstruktion der Baume in TRE E(n) unbedingt erforderlich.
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Beispiel : Baum Einbettung

T, £ T Ty <T

Wir wollen nun fiir die Folge TREFE(n) die maximale Anzahl an Bdumen angeben, die
wir nacheinander konstruieren kénnen, ohne dass sich ein vorangegangener Baum in einem
spateren Baum einbettet. Dazu gibt uns die Zahl n die Menge der méglichen Knoten vor,
die wir verwenden konnen (vgl. mogliche Farben der Knoten). Als letzte Regel legen wir
fest, das der i-te Baum T; maximal ¢ Knoten haben darf.

TREE(1) :

Magliche Knoten: { @ }

Wir sind hier sehr eingeschrankt, welche Baume wir konstruieren konnen. Der erste Baum
darf aber ohnehin nur einen Knoten besitzen, also konstruieren wir diesen. Fiir den zweiten
Baum haben wir darauthin 2 Moglichkeiten. Entweder wir verwenden den ersten Knoten
wieder oder wir verwenden einen zweiten Knoten. In beiden Féllen kann der erste Baum
aber in den zweiten eingebettet werden. Das bedeutet, dass wir nur einen Baum konstruie-
ren konnen.
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Damit ergibt sich fir TREE(1) = 1.

TREE(2) :

Magliche Knoten: { @ @ }

Wir haben jetzt 2 Knoten zur Verfiigung, die wir verwenden kénnen. Der erste Baum kann
wieder nur einen Knoten haben. Wir haben jetzt aber eine Moglichkeit, einen zweiten
Baum zu konstruieren, ohne dass der vorhergehende Baum in ihn eingebettet werden kann,
da wir eine weitere Farbe zur Verfiigung haben.

® O
T

Hier stellt sich noch die Frage, ob wir eine ldnger Folge an Bdumen finden kénnen. Dazu
rufen wir uns noch einmal in Erinnerung, dass es verboten ist, dass ein vorhergehen-
der Baum in einen spateren Baum eingebettet werden kann. Diese Einschrankung gilt
aber nicht fiir die umgekehrte Richtung. Wir kénnen also auch die folgende Baumfolge

konstruieren:
o i @

T T T3

Da weder T7 < T, noch Ty < Tj gilt, haben wir hier eine giiltige Baumfolge gefunden. Das
ist dann tatsdchlich auch die langste Folge, die wir konstruieren konnen, und damit ergibt

sich fir TREE(2) = 3.
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TREE(3) :

Magliche Knoten: { @ © @)

Durch das Hinzufiigen eines weiteren moglichen Knotens passiert jetzt etwas sehr inter-
essantes. Die Anzahl der moglichen Baume, die wir in jedem Schritt konstruieren kénnen,
hat sich enorm erhéht. Da wir auch in jedem Schritt die Anzahl der Knoten des Baumes
erh6hen konnen, stellt sich die Frage, ob wir nicht sogar eine unendliche Folge an Baumen
konstruieren konnen. Hier kommt der Satz von Kruskal ins Spiel, der uns sagt, dass es
irgenwann zu einer Einbettung kommen muss. Das heifst, TREE(3) ist definitiv endlich.
Wir finden dennoch keine Moglichkeit, die Grofie dieser Zahl sinnvoll zu beschreiben,
geschweige denn sie genau zu bestimmen. Wir wissen, sie ist sehr viel grofer als Ggy, so
viel grofer, dass Ggy im Vergleich irrelevant wird. In der Physik gilt die sog. Planck-Zeit
als kleinste Zeitspanne, in der ein Ereignis stattfinden kann und betrigt etwa 5.39 - 104
Sekunden, also ausgeschrieben 0000000000000000000000000000000000000000001s. Auch
gehen Forscher davon aus, dass das Universum nur eine endliche Anzahl von Zusténden
durchlaufen kann, wobei ein Atom, das sich bewegt, bereits einen neuen Zustand darstellt.
Angenommen, wir kénnten pro Planck-Zeit einen neuen Baum in unserer Folge angeben,
und wir beginnen damit zum Zeitpunkt des Urknalls, dann wiirde das Universum schneller,
als wir die gesamte Folge angeben konnten, alle ihm moglichen Zustédnde durchlaufen und
sich in den Urknallzustand zuriickversetzen. Wir hétten also nicht einmal die Mdoglichkeit,
TREE(3) zu bestimmen, selbst wenn wir wortwortlich alle Zeit der Welt hétten.

Damit kommt TREFE(3) ganz klar vor alle bisher betrachteten Zahlen auf Platz 1. Tat-
sdchlich wiirde die Erhohung der Anzahl der erlaubten Knoten diese Zahl noch um ein
unvorstellbar groftes Vielfaches vergrofsern. Verglichen mit dem Abstand zu allen vorherge-
henden Zahlen wére das jedoch nur ein Tropfen auf dem heifsen Stein.
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BRI 9
R RY:

Abbildung 6: Beispiel Sequenz-Start TREE(3) ill. LightbulbMEOW

[ Rang ‘ Ausdruck Abschitzung ‘ Beschreibung
1 ? ? ?
2 ? . .
3 TREE(3) it Baumfolge
4 Geu / Graham's Number

6.3 Busy Beaver und Rayo’s Number

Wir sollten uns abschlieffend noch mit zwei weiteren Zahlen beschéftigen, die fiir unsere
Rangliste und auch historisch fiir das Big Number Duel von Bedeutung sind. Es handelt
sich hierbei um zwei sehr dhnliche Ideen, wobei wir die erste davon, ndmlich den Busy
Beaver, bereits kurz im Kontext der Turing Maschine erwéahnt haben. Definieren wir sie
also hier formal:

Definition 6.4: Busy Beaver

Sei BB(n) die grokte Anzahl an Schritten, die eine Turingmaschine mit n
Zustanden und einem Band mit unendlich vielen leeren Feldern ausfithren kann,
bevor sie stoppt.
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Diese Definition wirkt zuerst so, also wiirde sie gegen die Regel verstofien, die verbietet,
keine semantischen Tricks zu verwenden. Immerhin wissen wir per Definition, dass alle
Algorithmen, die wir formulieren kénnen, auf einer Turing Maschine ausgefiithrt werden
konnen, gegeben sie hat gentigend verschiedene Zustdnde und der Algorithmus an sich ist
,berechenbar”. Ein Beispiel fiir einen nicht berechenbaren Algorithmus wére eine Vorschrift,
die sich in einer Endlosschleife befindet und somit nie ein Ergebnis liefert. Herauszufinden,
ob ein Algorithmus berechenbar ist, ist eines der bekanntesten Probleme der Informatik und
wird auch als Halting Problem bezeichnet. Es ist bewiesen, dass es keine Turingmaschine
gibt, die fiir alle Algorithmen entscheiden kann, ob sie in einer Endlosschleife stecken bleiben
oder nicht. Daraus abgeleitet wissen wir, dass wir auch keine allgemeine berechenbare
Obergrenze fiir unsere Busy Beaver Funktion angeben kénnen.

Der springende Punkt fiir unsere Zwecke ist die Implikation daraus, dass es keine berechen-
bare Funktion gibt, die asymptotisch schneller wéchst als BB(n). Damit haben wir eine
Folge gefunden, die schneller wichst als alle Algorithmen, die wir formulieren kénnten,
welche uns grofte Zahlen liefern. Damit haben wir eine erste Grenze fiir das Wachstum
von Zahlen gefunden, da alle bis jetzt betrachteten Zahlen auf berechenbare Algorithmen
zuriickzufiihren sind.

Man konnte hier argumentieren, dass wir hier wieder einen semantischen Trick verwenden,
da wir ja auch die Busy Beaver Funktion nicht berechnen kénnen, sondern nur definieren,
dass seine Glieder existieren. Tatséchlich wurde der Busy Beaver im Big Number Duel
aber aufgebracht und als giiltige Einreichung akzeptiert, weshalb wir uns hier anschliefen
wollen. Rayo stellte im Rahmen des Duells ohnehin eine noch schneller wachsende Folge
vor, indem er sich iiber die Verwendung von Turingmaschinen hinausbewegt hat. Diese
Zahl, die aus dieser Funktion entsteht, hat daraufhin den Wettkampf entschieden und ist
seither als Rayo’s Number bekannt.
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Definition 6.5: Rayo’s Number

6.3 Busy Beaver und Rayo’s Number

Frei iibersetzt nach der Definition, die Rayo auf seiner Website zum Big Number
Duel angibt:

Die Gewinner-Einreichung nutzte einen Trick aus der Philosophie. Es handelt
sich um eine Version wvon: Die kleinste Zahl, die gréffer ist als jede endliche
Zahl, die durch einen Ausdruck in der Sprache der Mengenlehre mit héchs-
tens einem Googol Symbolen benannt wird. Dabei wurde der primitive
semantische Begriff ,benannt® durch eine Formel der Mengenlehre zweiter
Ordnung ersetzt, die keinen primitiven semantischen Wortschatz enthdlt, um
die oben genannte Einschrinkung (=Verbot von Semantik im Regelwerk) zu umgehen.

Wir schreiben Rayo’s Number iiblicherweise als Rayo(10°9).

Ein Googol ist der gingige Name fiir die Zahl 10'%°, also eine Eins gefolgt von 100
Nullen. Der Name einer identisch klingenden Suchmaschine wird auf diese Zahl

zuriickgefiihrt.

Die Vorschrift, aus der Rayo’s Number entsteht, ist, dhnlich wie die Busy Beaver Funktion,
nicht berechenbar. Tatséchlich gibt es gute heuristische Argumente dafiir, dass wir BB(n)
mithilfe von Mengenlehre und ein paar Millionen Zeichen definieren kénnen. Fiir Rayo’s
Number haben wir aber sehr viel mehr Zeichen zur Verfiigung, weshalb sehr iiberzeugend

anzunehmen ist, dass Rayo(10'°) >>> BB(10'%) gilt. Rayo hat also durch das Hin-

wegsetzen iiber Algorithmen eine méchtigere Ausdrucksform fiir groffe Zahlen gefunden,
wodurch er letztendlich das Duell fiir sich entscheiden konnte. Damit ergénzen auch wir
unsere Rangliste abschliefend mit diesen beiden enormen Zahlen:

[ Rang ‘ Ausdruck ‘ Abschatzung ‘ Beschreibung
1 | Rayo(10'?) Unberechenbar! Rayo's Number
2 | BB(10'%) Unberechenbar! Busy Beaver
3 | TREE(3) 14 Baumfolge
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7 Fazit

7 Fazit

Beginnend mit den Grundrechnungsarten und einfachen Algorithmen
haben wir uns schrittweise immer méachtigeren Konzepten angenéhert, die
es uns ermoglichten, Zahlen von unvorstellbarer Grofe zu definieren. Wir
haben gesehen, wie die Einfiihrung neuer Operatoren wie der Tetration
oder der Ackermann-Funktion das Wachstum von Zahlen exponentiell
beschleunigt. Mit Graham’s Number, TREFE(3) und der Busy Beaver-
Funktion haben wir einige der bekanntesten Vertreter absurd grofser
Zahlen betrachtet und mit Rayo’s Number eine Zahl kennengelernt,
die die Frage aufwirft, was es bedeutet, eine Zahl zu definieren. Die
Beschaftigung mit diesen grofsen Zahlen ist nicht nur ein intellektuelles
Abenteuer, sondern auch ein Weg, die fundamentalen Grenzen unseres

Wissens und unserer Werkzeuge zu erforschen.

[ Rang ‘ Ausdruck ‘ Abschitzung Beschreibung
1 Rayo(1000) Unberechenbar! | Rayo's Number
2 | BB(10') Unberechenbar! | Busy Beaver
3 TREE(3) 44 Baumfolge
4 Gea / Graham's Number
5 Ag(6) = Ackermann Funkti-
6111 (6 711 (6...))| on
6-fache Anwend:?g der Pentation
6 2114 = g ™ 65536 = | Pentation
22 (Héhe 65536)
7| (52! > 10107 Doppelte Fakultat
8 | fwsm(100) >=102% Wiederholte Selbst-
Multiplikation
9 Jws4(1000000) >= 10" Wiederholte Selbst-
Addition
10 | 333333333 > 10° Fiillen der Tafel
11 3-3-3-3-3 < 1000 Explizite Multiplika-
tion
12 3+34+3+3+3 | <100 Explizite Addition
13 |1 <10 Kleinste natiirliche
Zahl
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